Mathematik | Ubungsaufgaben 9 Losungsvorschlage von T. Meyer
Extra-Mathematik-Ubung: 2005-12-13

1. Differenzieren Sie die folgenden Funktionen unter Verwendung der jeweils
geeigneten Regeln (1. Ableitung bilden)*

a) x=t2*3
Produktregel y=uX)*v(x) y =u*v+v*u
Formel y=a y’=(Ina) *a"
u="t u’ =3t
v=23 v’ = (In3) * 3'

X’ =3t *3'+3'* (In3) * t°= 3t * 3' + t* * 3'* |n3

4 3
b) y=5x - X

3x3 + x?
Quotientenregel y = Y yr = WOTVE) =V () Fux)
v(x) [v(x)]’
u=5x*-x’ U’ = 20x% — 3%
v =23+ x° V' = 9% + 2X

y = (20x% —3x?)(3x® + x*) — (9x* + 2x)(5x* — x?)
(3x% +x?)?

(60x° —9x° + 20x° —3x*) — (45x°® +10x°> —9x° — 2x*)
9x° +6x° + x*

60x° —9x° +20x° —3x* —45x° —10x° +9x> + 2x*
9x° +6x° + x*

15x® +10x° — x*
9x° +6x° + x*

x* *(15x% +10x —1) _ 15x? +10x -1
x**(9x* +6x +1) Ox* +6x+1

! Siehe die Ableitungsformeln im ,,Papula“, Bd. 1, S. 313-314.
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_x
) £= COS X
uotientenregel = u) r = UOOTVO) =V ()™
Q FY T Y VP
u=x u’ = 3x°
V = c0s(X) vV’ =—=sin(x)
- [3x* *cos(x)] - [-sin(x) *x*] _  3x* *cos(x) - x* *[-sin(x)]
[cos(x)]*[cos(x)] cos? (x)
. 1
d =sin —
) y 7
_ _ , _dy . du
Kett | =F =f =0y - dy U
ettenrege y=Fu(xX)}=1f(u) vy "
Quotientenregel y = ut) y' = U'09*v(x) = v (X) "u(x)
V(X) [v()1°
1) Innere Ableitung nach Quotientenregel
y = L =
Jx v(X)
1
Formel = V' =
y = 2%/
u=1 u=0
, 1
V= v = —
I 24/x
1 1
0*VX — -
y’ = \/; 2\/;: 2\/;:_ 1 *1: -1
(Vx)? x 20x  x 2dx*x
7_’ 1

2) AuRere Ableitung

g=sin(X) g’=cos(x)




Mathematik | Ubungsaufgaben 9 Losungsvorschlage von T. Meyer
Extra-Mathematik-Ubung: 2005-12-13

3) Ableitung nach Kettenregel

y’ = (cosi]*(— ! ] =__1 cosi
Jx 2/ X * X 2N/ X * X Jx
alternativ
y =sin 1
JX
e innere Ableitung
Formel xn =1
n XI’T'I
17 1, 3 1
f(x) = —=x2 f(X)== —*x2 =—
N = T e
e d&ulere Ableitung
g =sin(x) g’=cos(x)
e Ableitung nach Kettenregel
y’ = (cosij*(—ij =1 sl
Ix) 2% 2/x* Jx
e) y = (7x% + 4x° — 3x +5)?
= = = ﬂ = ﬂ * d_u
Kettenregel y=Fu()}="1u) y oA dx
> = (71X +4xP - 3x +5)°
u =  IXC+4X-3x+5 = u=21x"+8x-3
y' = 2*[(7X°+4x*—3x +5) ] * (21x° + 8x - 3)

= 2*[147x° + 84x" - 63x° + 105X
+56x* + 32x% — 24x% + 40x
—21x3 - 12X +9x - 15]
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2% [147x° + 140x* — 52x° + 69x° + 49x — 15]

294x° + 280x* — 104x3 + 138x% + 98x — 30

f) y=In[x*cos(xX) ]

Formeln: y=1In(X) y’ = %
y = cos(X) y’ =—sin(x)
y =In (u*v) y’ =In(u) + In(v)
y=In[x]+In[cos(xX)]
3 ,_ 1
y1 = In(x) Y1 = X
y2=1Incos [ (X)] y>” = nach Kettenregel

y,’ = dullere Ableitung * innere Ableitung = %(X)*[—sin(x)]

= esing] = T = L gan(y

» _ 1
y' ==+
X cos(X) X cos(x)

2. Bilden Sie die zweite Ableitung von

a) y:6x4+2x2—15x+§+lnx

Teil 1: Vorbereitung

Formel:  y=1In(x) Y’ = %

Ableitung der Funktiony = % nach Quotientenregel
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uotientenregel  y = 4 s = U'(X)*v(x) —v'(x) *u(x)
Q gel y=15 Y o
u=1 u=0
v = 1X vi=1
yl’ = —O*le*l = __21

X

s =1 ux

i~ x> Vv(X)

u=-1 u=0

V=X V' = 2X
oo 0%XP-2x*(=D) _ 2x _ 2
(XZ)Z X4 ﬁ

Teil 2: Ableitung der Aufgabe

1. Ableitung ~ y’ =24X° + 4x— 15— = + %
X

2. Ableitung y’’ = 72%° +4+£3—i

x* X2

b) y = sin(x%)

= ﬂ * d_u
du dx
2. Abl. Produktregel y=u(x)*v(x) Yy =u*v+vVv'*u

1. Abl. Kettenregel y = F{u()}=f(u) y’ = %

y' = 2x * cos(x*)
u \
u = 2X u =2
v =cos(x®) Vv’ =-=sin(x®) * 2x

y? =2 *cos(x?) + [-sin(x?) * 2x ] * 2x

Yy’ = 2*cos(x?) — 4x* * sin(x%)
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sin(x)

C) y=e

Ableitung nach Kettenregel, weil die e-Funktion zuerst vom Sinus
abhangt und dann erst der Sinus vom x abhangt!

’ — sin(x) *
y e cos(X)
aduBere Ableitung innere Ableitung
y’>  nach Produktregel y’=u*v+Vv *u
u’ = esin(x) u’ = esin(x) * COS(X)

v’ = c0s(X) v’ = —sin(x)
sin(x)

y*? = "™ * cog(x) * cos(x) + [~ sin(x)] * e

y’" = [ "™ * cos(x) ] * cos(x) — e"® * sin(x)

3. Bestimmen Sie die Ableitung % der durch die Bestimmungsgleichung
xy® +y* - 3xy + x* = 0 implizit gegebenen Funktion
xy> +y*—3xy +x°=0
Ableitung nach Produktregel y’ =u’ *v + v’ * u

u; = 1x u’=1
vi=1y' vyt =3y

U, = 3X u,” =3
v, =1y vy = 1%y’

(1% y3 + ByP*y’ * X) + 2y*y’ — (3*y + y"*3X) + 2x = 0
y? + X*3y**y’ + 2y*y’ — 3y — 3x*y’ +2x =0
y’(3xy? + 2y — 3x) = — y° + 3y — 2x

»_ — Yy +3y-2x
3xy® + 2y —3x

Nun kénnen wir das Ergebnis mit — 1 im Zahler und Nenner erweitern.
Das Vorzeichen von y’ andert sich dadurch nicht.

y' = y® -3y +2x
—3xy® -2y +3x
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4, Bestimmen Sie die jeweils in der angegebenen Form (d.h. ohne die
Gleichungen ineinander umzuformen) die Ableitung % der

Kreisfunktion (r sei eine beliebig gewahlte Zahl):

a)  explizit: y=+ Jr’-x*

#

A ﬁnjzw{'mff‘&jﬂﬁj =-436
//f¥£

AL, [
¢ £ 1,38
[ | = X

i
| /f.
‘\//‘ NN
—

] P=02T-

Corp=0809 | £ = 3(° Im Bogeswnnayls
. =0,0
Jin ¢ = 0,588 f

r=5 P(x|y) = P (0,8090|0,5878) * r = P (4,045|2,939)

Kreisgleichung: x*+y*=r* = |y=+ Jr’-x2

Wir verwenden die Kettenregel

Flu(x)];  Fistvon uabhéngig und u ist von x abhé&ngig
p2 Oy dy o
y dx du dx
e Substitution : u(x) = r’ = x4 U =—2x
1
Formel: = =
Y= N
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1 X
y=+—~ * _px =-X
—
24/ r2 - X2 innere Ableitung y
—_— =

&uBere Ableitung

e Zahlenwerte einsetzen

e Steigung ist das Verhéltnis L?_
Grundlinie
Xo = 4,045
1 _2*4,045 1376

*(—2%4,045) = F =
2*2,939 10

y =+
24/r? —4,045°

b) implizit: X2 +y? =12 FiXly)=x*+y*—r*=0

Y Vawngentensterqnag
gentenctedyung

I\
J ’Jf{l‘\

‘]
=

yele Paraw eterdarstellung

LOsungsweq

a) Gliedweise Differentation der Funktionsgleichung F(x|y) = 0 nach x,
wobei die Variable y als eine Funktion von x anzusehen ist. Jeder Term
in der Funktionsgleichung, der die abhangige Variable y enthélt, ist
daher unter Verwendung der Kettenregel zu differenzieren.

b) Auflosung der Funktionsgleichung nachy’ = j—§ flhrt zur gesuchten

Ableitung (Anstieg der Kurventangente).

(1= 2 68+ y? 1) =2x+ 2y % y'=0
dy dy
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e Tangentensteigung: y'= —2x__x_ 08090 _ ~1,376

2y y 05878

c) Parameterform: Xx=r*cos¢e | y=r*sin¢ (¢ €[0,27])

ﬁ.ﬁjemoﬂm‘z‘dj ng= - 1,58
\)/(

S I\—F_@&a (e }z‘f snd)
.'__ ] ) -
o

‘ﬂf}-_‘ B Gf‘f.‘ﬁ i @f{ng

vl
Of'.iv?}’_' anf.wmaff

olg <080 Sinp= 0,5878
@ =027 =36° r=>5 @ =Winkelparameter
X=r*cos ¢ y=r*sin ¢

. .
e Tangentensteigung y-Y -_>.c0s ¢ _ 5708090 _ 4045 _ 1376

, 5*(-sin ) -5*05878 2939 10
5. Bei welchem x-Wert sind die Tangenten an den Kurven

f(x) = 2x° + 9x* + 24x + 7 und g(x) 15x° + 72x — 42 parallel zueinander?

Durch Gleichsetzen der 1. Ableitung (Tangentensteigung) der beiden
Funktionen und auflésen der Gleichung nach x erhalten wir die Stellen an
denen die Tangenten parallel zueinander sind.

(x) = 6x° + 18x + 24 9’(x) = 30x + 72

6x% + 18X + 24 = 30X + 72
6x°—12x—-48=0

NG -2x -=8=0

——
p q
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X, = -2t Bz—q = X :—_—Zi _—22—(—8)=1¢\/§
1/2 2 2 1/2 2 2

X1:1+3:+4 A ngl—gzi

6. Bestimmen Sie alle relativen Extremwerte (Maxima und Minima) der
Kurve y = 3x* + 8x% + 6x* — 7. Woran kénnen Sie erkennen, ob es sich um
ein Maximum oder ein Minimum handelt ?

Die relativen Extremwerte erhalten wir durch:
1)  Bildung der 1. Ableitung

2)  Nullsetzen der 1. Ableitung

3)  Auflésen der Gleichung nach x

Ein relativer Extremwert liegt vor, wenn:

y’  (X)=0
y’ (X)) =0

a) Ein relatives Maximum an der Stelle xq liegt vor, wenn

Yy (X) =0undy”’ (X)) <0 | y’(Xo) =0und VZW vony’ von + nach —

b) Ein relatives Minimum an der Stelle X, liegt vor, wenn

Yy X)) =0undy”’(x) >0 | y’(Xo) =0und VZW vony’ von — nach +

c) Ein Wendepunkt an der Stelle x, liegt vor, wenn

Yy’ (X)) =0undy’”’(Xo) = 0 | y”’(Xo) =0 und VZW von y”’

10
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Bilden der Ableitungen

y  =3x'+8xC%+6x-7
y' = 12x3 + 242 + 12x
y’  =36x°+48x + 12
y’’? =72x +48

Nullsetzen der ersten Ableitung

y' =12 +24x° +12x =0 |/12

X;=0 A Xo3 = X2 +2X+1=0

x2,3:—§i,/(§j —q = :—%i,/(%) —(-1) =—1+ +1-1=-1%0

= =-1

X1 =0

[

—
[><

2 3

Es existiert eine einfache Nullstelle bei x = 0 und eine doppelte
Nullstellen bei x=-1.

Extremwerte Suchen

y  =3x'+8x’+6x° -7
Yo =3*0°+8%0°+6*0°-7=-7
Yoy =3*1'+8*1°+6*-1°-7=-6

Es existiert kein Maximum, sondern Sattelpunkt beim Punkt (-1, —6)
Es existiert ein relatives Minimum (Tiefpunkt) beim Punkt (0, =7).

Wendepunkte

y’’  =36x> +48x +12 =0
= 3 7

—b++b’—dac _ —48+~48° —4*36*12 _

2a 2*36

—48+4/2304-1728 _ -48+4/576 _ —-48+24
72 72 72
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1
X1=—§ /\X2=—1

y  =3x'+8x+6x°-7
1.4 1.3 1.2 3 24 . 54 567 _ 534
) =3F(2) BRI 4 ER(-2)P 7= 2 _EE 28 DL 9% 559
Yeus) 3) 3) 3) 8l 8l 81 8l 81
Yoy =3*1'+8*1°+6*-1°-7=-6

e Das Maximum ist kein Maximum, da hier ein Wendepunkt mit links-
rechts-Krimmung vorliegt. Es handelt sich deshalb um einen
Sattelpunkt mit den Koordinaten SP(-1, —6).

e An der Stelle WP (—%, —%4) existiert ein zweiter Wendepunkt mit

Krimmungsverhalten rechts-links.

Skizze

y=3x+8x3+6x2-7

N (-1,956/0) X |
N.7240)

WP {-1/6)

WP (0,33/6,59)

12
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Fragen beleben das Geschéft

Zu Aufgabe 1a

Frage: Was ist das Besondere an dieser Aufgabe?

Antwort: Die Variable t nach der wir ableiten kommt als Potenz und im Exponenten vor
daher Formel mit Logorithmus verwenden

y=a y’=(Ina)*a"
Zu Aufgabe 1b
Frage: Welche Ableitungsregel?
Antwort: Quotientenregel

Zu Aufgabe 1c.

Frage: y = cosXx Wie lautet die Ableitung?
Antwort: y’ = =sinX
Zu Aufgabe 1d
Frage: Wie muss abgeleitet werden?
Antwort: Mit der Kettenregel, die Wurzel am einfachsten mit der Potenzregel ...
1 -t 1 =3
N 2
Zu Aufgabe3 - implizit gegebene Funktion
Frage: Wie muss abgeleitet werden?
Antwort: Es muss nach x und y differenziert werden.
Frage: Nach welcher Regel muss ein Term xy? abgebildet werden?
Antwort: Nach der Produktregel da es ein Produkt von x und y ist und jeder Term in der

Funktionsgleichung, der die abh&ngige Variable y enthélt, ist daher unter
Verwendung der Kettenregel zu differenzieren.

Zu Aufgabe 4
Frage: Wie sieht die Kreisgleichung aus und was konnen wir damit berechnen?
Antwort: X2 + y2 = r?2 (nach Pythagoras)
Wir kénnen damit jeden Punkt auf dem Kreis berechnen.
Frage: Was erreichen wir mit der Ableitung der Kreisgleichung?
Antwort: Die Tangentensteigung an jedem Kreispunkt.
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